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Motivation:
Formalisierung math. Schliel3ens

Logik erster Stufe
e Vorteil: Semi-Entscheidbarkeit des Folgerungsbegriffs

e Nachteil: Ausdrucksschwache

Ausweg

1. Mogl.: Axiomatisierung der Mengentheorie, z.B. ZF
— unnatdrlich; entgegen der mathematischen Praxis

2. Mogl.: Logik hoherer Stufe
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Motivation:
Formalisierung math. Schliel3ens

Logik hoherer Stufe
e Vorteil: Ausdruckstarke; nattrliche Formalisierungen
e Nachteil: Unentscheidbarkeit des Folgerungsbegriffs
Ausweg

Abschwachung des Semantikbegriffs:
Standardsemantik = Henkin-Semantik

Ziel ist nun
Entwicklung und Realisierung Henkin-vollstandiger Beweiskalkule
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Ubersicht zum Vortrag

1. Klassische Typtheorie & Standard- bzw. Henkin-Semantik
2. Traditionelle Beweisverfahren (basierend auf Resolution)

3. Probleme mit der Henkin-Vollstandigkeit
4

. Extensionale Resolution hoherer Stufe
(evtl. Paramodulation & RUE-Resolution)

5. Beweisprinzip der abstrakten Konsistenz
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Klassische Typtheorie

e Typen: (i) {i,o}leT (i) a,fcT,danna— BT
e Terme:

(i) Vo, € A; V, Menge von Variablen (o € T)

(i) Co, CA; Cy Menge von Konstanten(a € T)

Bedingungen: 90 € Comoy, Voo(o—mo) € Com(o—0);
I (a—0)—0 € Clamo)—o (@ €T)
(ii) Applikationen: A,_3,B, € A, dann (A B)g € A
(ii) Abstraktionen: X, € V,,, Az € A, dann (AX.A),—3 € A

e \-Konversion / 3-Normalform / 5n-(Kopf-)Normalform:
AX A <2 \Y AlY/X]
(AX,.A) B, =% AB/X] AX.A X —TA, falls X ¢ Free(A)
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Standardsemantik

e Universum: D,
D,={L, T}, Dy—p= Funcs(Dy,Dg)

e Interpretation: I, :C, — D,
I(—o—0) Und I(V,_ (o—o)) Wie Ublich

I(I1 —0)—s ist Pradikatp € D¢, .,y ,,SodaB f'urjedes ¢y—o € Da—o : P qao—o = 1 gdw. q gilt far
(Oé 0) (0] (x—o0)—o0

alle a € Dg = VX..A, wird kodiert als IT (A X,.A,)
e Variablenbelegung: Vo : Voo — Dy
e Interpretation von Termen: I,: Ay — D,

[,(X) = (X)), Io(c) =1I(c), I,(AB)=1I,(A) I,(B),
ISO(AXQ.BQ) = f c Da_>5, so dafd fCL = IQD[Q/X] (B) fur alle a € D,

e Modell: M = (D :{Du},7:{1.}), Erfullbarkeit und Guiltigkeit wie tblich
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Henkin-Semantik

e wie Standardsemantik, aul8er: D,_.3 C Functions(D,, Dg)
e Bedingung aber: I3 is total (d.h., jeder Term hat eine Denotation)
e ES qilt:

— Jedes Standardmodell ist ein Henkin-Modell

— Es gibt weniger Henkin-Modelle als Standardmodelle

— Gultigkeit in Henkin-Sem. =- Gultigkeit in Standardsem.
— Erfullbarkeit in Henkin-Sem. < Erfullbarkeit in Standardsem.

= G0del 1931: Es kann keine vollstandigen Kalkule fur die
Standardsemantik geben

= Henkin 1950: Henkin-Semantik erlaubt vollstandige Kalktle
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Eigenschaften der klassischen Typtheorie

e Komprehensionsprinzip ist eingebaut (37, _ 5. vX s (F X) = Ap)

e Optional: Auswahlaxiom @F,_ .y aa VMoo (3XasM X) = M (F M)) UN
“Descriptionoperator” ¢

e Leibniz-Gleichheit denotiert intendierte Gleichheitsrelation (d.h. eine
funktionale Kongruenzrelation)

d.h.: a, =" b, expandiertzu VP, _...Pa= Pb

— Gleichheit ist fest eingebaut (bel Standard- oder Henkin-Semantik)

aber ... Mechanisierung ist sehr aufwendig
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Resolution erster Stufe

e Initialisierung: Klauselnormalisierung

e Beweissuche: Resolution & Faktorisierung

A*VC [BPPVD o(A)=0(B) a#pafe{lF}

S

A]*V [B]*VC o(A)=0(B) aciT, F)
o([A]* Vv C)

Fac

e Nebenrechnungen: Unifikation erster Stufe (entscheidbar, unitar)
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Klauselnormalisierung CNF

CVI[AVB|! CVv[AAB]" . CVI[AAB)"
\/T \/l \/7"
CvI[A]T v [B]f CvI[A]F Cv [B]¥

Cv [-A] . Cv [—A]F . Cv 11*A]" X, neue Variable -
CVI[A]F CvI[A]T CVvIA X7 1
C Vv [I“A]¥ s, Skolem-Term

CVI[A s,|F

HF
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Andrews’ Resolution hoherer Stufe (1971)

e Initialisierung: keine

e Neu: Kalkilregeln fir A-Konversion & zusatzliche Disjunktions- und
Simplifikationsregeln

e Neu: Klauselnormalisierung als Bestandteil des Kalkils

e Beweissuche: Resolution (Cut), Simplifikation (Faktorisierung identischer
Literale)

e RUckschritt: Substitutionsregel (beliebige Instantiierung freier Variablen,
d.h. Aufzahlung des Herbrand-Universums)

Wichtigster Beitrag: Adaptation des Beweisprinzips der abstrakten Konsistenz
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Ansatz von Jensen/Pietrowski (1972)

e Initialisierung: Skolemisierung, keine Normalisierung

e Axiome: Reduktion (Normalisierung) & Expansion
zB.[P=Q"Vv[P" [P=Q"VIQF

e Beweissuche: (Hyper-)Resolution

e Nebenrechnungen: Unifikation bis Ordnung k

Wichtigster Beitrag: Unifikation hoherer Stufe (bis Ordnung k)
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Huet’s Constraint Resolution (1972)

e Initial & nach vorzeitiger Unifikation: Klauselnormalisierung

e Beweissuche: Constraint Resolution/Faktorisierung

[Al*vC [BIPVD a#8,ac{T, F} - [A]* V [B]*VC «ac€{T,F} -
CvDVI[A £’ B] - [A]* VCVI[A #° B e

e Final: Unifikation/Pra-Unifikation (aber erlaubt: vorzeitige Unifikation)

e Zusatzlich: Splitting Regeln

PT?TVC a#B,ac{T,F} e [PTP|*VC a#p8,ac{T,F}
2B [(XJFCV(PTH) £ (=X,)] [XJT Vv [Yo]TCV [(PTH) £ (X, V Yy))

T
Splity,

Wichtigster Beitrag: Constraint Idee, Pra-Unifikation
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Andrews’ Konnektionsmethode (1989)

e Initialisierung: keine
e Deshalb: Schrittweise Normalisierung im Kalkl
e Beweissuche: Bildung von Konnektionen in Matrix

e Nebenrechnungen: Pra-Unifikation nach Huet, Multiple “Matingsearch
Prozessoren”

e \erbesserung: Huet’s Splitting Regeln = Primitive Substitution

k
[Q, UK*vC Pc gggiv}u{ﬂﬁlﬁeT }

Prim Beispiel:
[Q~ UFl*vCvVvQ =PF P:=AX"a—(HX™)
P:= X" (H! X™) v (H?X")

Wichtigster Beitrag: Primitive Substitution, Matrix-Kalktl, Multiple Strategien
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Weiltere Ansatze

Snyder’'s E-Unifikation (1990) in bisherigen Ansatzen
Wolfram’s Theorie-Resolution (1993)
Kohlhase’s sortierte Constraint Resolution (1994)

Higher-Order Rewriting (sehr aktiv seit ca. 10 Jahren; z.B. Nipkow,
Prehofer)

Extensionale Resolution (Benzmiller & Kohlhase; 1997)

Extensionale Paramodulation/RUE-Resolution hoherer Stufe
(Benzmdller; 1998)
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Probleme

e Extensionalitatsaxiome werden benaotigt in: Andrews’ Resolution hoherer
Stufe (1971), Huet’'s Constraint Resolution (1972), Jensen & Pietrowski
(1972), Wolfram (1993), Kohlhase (1994), TPS-System, HOL-System, . ..

— EXT-Func™: VF, ..VGo_s(VX3. F X =G X)=F =G
ZVFa_,B-VGa_)ﬁn(VXﬁnvpﬁ_)O-P (F X) = P (G X) = vQ(a—»,@)—>o'QF = QG

pg—o (Fsg)T VIQFIF vIQGIT, 0o i g (Gsp)lt VIQFIF vIQGIT

— EXT-Bool™: VA,.VB,. (A< B) < A="B
VAouVBoe(A & B) & (VQo—onQ@ A = Q B)
(A v [BIF viPAY vIPBT, (AT vIBT vIP AY vIP BT,

(AIEv BT vip AT,y [AIF VBT vIp BIF, s [AIT VIBIF vip AT, Cs : [A]T vIBIF vip BIF
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Extensionale Resolution ER

Constraint Resolution

[Al*vC [B]°VvD a#g [Al*V[B]*VC ac{T F}
CvDVIA =BJf fes [A]*Vv CVI[A =B Fac

[Q’y W]a Vv C c ngWV}U{HBWETk}
[Q, Ukl*vCV[Q=P]F

Prim

Achtung: Resolution/Faktorisierung auf Unifikations-Constraints nicht erlaubt

Primitive Substitution: AP, . P a, CNE Cy: [P a]*

Prim(Ci, MXa-—~(P'X)/P]): Co:[Pla]”
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Extensionale Resolution R — Forts.

_ F
Pra-Unifikation héherer Stufe CVlredAo—p Co = greenBa—p Do Do

CVI[A =B v|[C=D]*

u» v h
Cv[A=A]" Cv [F}U" =h Vr]© € GB; FlexRigid
C T'riv CVIF=CGIF V[P U = Vm]F ex Rig1
CV [(AXaMg) = N,_g]" CV (AKX My) = (Ao NI
CV[AXaM) s =N s]¥ uncy U TOXa M) 5 = OXN) 5|7 UNCy
CVI[X = A" X ¢ Free(A) D C e CNF(D)
(C[A/X]) Subst - COnf

Christoph Benzmiiller, (2MEGA-Group, Universitdt des Saarlandes /\




Extensionale Resolution R — Forts.

Extensionalitat;: Rekursive Aufrufe an die Beweissuche aus der Unifikation

CvVv [MO:NO]F ) CvV [Ma:Na]F
Equiv
CV [M, <N E CVI[VP,_ 0. P M= P N]

- Leib

CV [M,_.g=N,_.5]" s, Skolem term for this clause
CV[Ms=N s]¥

Func

e Vermutung: Regel Leib kann auf Typ . beschrankt werden

=- Erster Henkin-vollstandiger Kalkul der zusatzliche axiome im Suchraum
vermeidet (CADE-15)

= Unterschied zu Huet (1972): frihzeitige Unifikation ist essentiell
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Belsplel : (AXagmautog—o X A kleing—o X) = (AXgunklein X A auto X)

VP(a_)O)_m.P (AXagmwautog—o X N kleing—o X) = P (AXguklein X A auto X)

cl:| [p (A Xwauto X A klein X]|T c2:| [p (A Xuklein X A auto X|F

c3:| [(p (AXwauto X A klein X)) = (p (AXuklein X A auto X))

cd:| [(AXwauto X A klein X) = (AXuklein X A auto X)]F

c5:| [(auto s A klein s)=(klein s A auto s)]F

c6:| [(auto s A klein s)=(klein s A\ auto s)]F

c7:| [auto s]T Vv [klein s]T c8:| [auto s]T c9:| [klein s]T c10: | [auto s]T V [klein s]F
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Mechanisierung primitiver Gleichheit

e Warum: Leibniz Gleichheit fuhrt viele flexible Kopfe in Suchraum ein
(Primitive Substitution)

= Evtl. verbessert primitive Gleichheit die Moglichkeiten zur Mechanisierung

e Definition basierend auf Reflexivitatsprinzip:
=Y = AX W AY o VQu—saoon(VZua (Q Z Z)) = (Q X Y)

e Modifizierte Leibniz Gleichheit:
=Y = AX @AY VP, e ((ap V= a,) AP X) = (b, Vb)) NPY)

= Es ist nicht entscheidbar, ob Problem definierte Gleichungen enthalt

= Ein Henkin-vollstandiger Kalktl muf3 stets auch die definierte Gleichheit
behandeln, unabhangig von einer primitiven Gleichheitsbehandlung
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Extensionale Paramodulation B

A[Tg)l*vC [L=FR]TVD
[A[R]]*vVC VvV DV|T=FL)F

Para

Al*vC [L=FPR|TVD
[P0 R]*VCVDVIA=°Ps , L)

Para’

e Negative Gleichungsliterale reprasentieren Unifikations-Constraints
e Resolution auf Unifikations-Constraints ist nicht erlaubt

o (f (fa))]T [f =T o (f (fa]T [f ="

; Para’
Para,Unz

b (f (0 aNT [P gl V(P =) T

[p (f (f a)]T with AX«(p (f (f a)))/P]

T (f— T [p (f (ga)]" with [AXa(p (f (X a)))/P]
p TNl T2 para,uni [p (9 (f a)]T with \Xa(p (X (f a)))/P]

[p (9 (f a))]T (0 (g (g a))]T with [AXa(p (X (X a)))/P]
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Extensionale Paramodulation B°P — Forts.

e In erster Stufe Reflexivitatsregel notwendig — hier eingebaut in UNI

(fX) = (fa)l” (fX) = (fa)]”
= Ref |

UNI

e Beispiel:

{X|auto X ANklein X Akippt X}Enicht-leer(b_)o)_)o VX, m(auto X Aklein X)=klw X

7\ N\

~

C1 : [nicht-leer (A X, a((auto X A klein X) A kippt X))]T  Co : | auto X A klein X = 17

To show: C3 : [nicht-leer (AX aklw X A kippt X)]F

~”

{X|klw X Akippt X }Enicht-leer

e Typische Widerlegung basierend auf Paramodulation/Termersetzung:

Para(C1,C2),UNI: Cy4 : [nicht-leer (AXa( A kippt X)) 7T

Res(Cyq,C3),UNI: L[]
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Problem mit positiven Gleichheitsliteralen

e Einzelne positive Gleichheitsliterale konnen widersprichlich sein

{X|klein X}={X|klein X}

N\
/7 N\

A, = -A T [(AX.klein X) = (A X.—(klein X))|*

e Zusatzliche Extensionalitatsregeln benotigt

CV [M,=N,]* , CV[M,_g=N,_35]7 X new
Equiv’ 7 7

CV [M,&N|E CVIMX =N X*

Fund

e Neue Regeln verstarken den differenzreduzierenden Charakter des
Kalkils

e Henkin-Vollstandigkeit ohne zusatzliche Axiome
(bewiesen bisher nur mit zusatzlicher FlexFlex-Regel)
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Extensionale Paramodulation BP— Forts.

e Geringfligig modifiziertes Problem: keine Termersetzung moglich!
C} : [nicht-leer(A X, a((auto X A kippt X)Aklein xNF C29 : [(auto X A klein X) = I
Zu Zeigen: Cs : [nicht-leer (AX mklw X A kippt X)]¥

Para(C1,C2): Cyq : [nicht-leer (AXa( A klein X))]T V [(auto X A klein X) = (auto X A kippt X)]¥

Anstelle von Termersetzung verwende Differenzreduktion
Res(C7,C3) : Cy4 : [(nicht-leer(AX u((auto X A kippt X) A klein X))) =
(nicht-leer (AX ,wklw X A kippt X))]F

Dec(C4), Func, Equiv: Cs : [((auto s A kippt s) A klein s)=(klw s A kippt s)]%
Equiv’(C3) : Ce : [(auto X A klein X)=klw X]T
CNF(Cs,Cg) : L]

= Unvermeidbarer Mix von Termersetzung & Differenzreduktion
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Extensionale RUE-Resolution ERUE

e Motivation: Kalkul fur reine Differenzreduktion

e Extensionale RUE-Resolution:
— Ersetze Paramodulationsregel . ..

— durch Resolution und Faktorisierung auf Unifikations-Constraints

® C, : [nicht-leer (AX a((auto X A klein X) A kippt X))]T Ca : [(auto X A klein X) = klw X]T

C3 : [nicht-leer (AX wklw X A kippt X)]F

Res(C1,C3), Dec, Func: Cg4 : [((auto s A klein s) s) = (klw s HEF
Dec(Cyq), Triv : Cs : [(auto s A klein s) = klw s]F
Res(Cs,C2), UNT : o L
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Extensionale RUE-Resolution ERUE

e Geringfiigig modifiziertes Beispiel

® C, : [nicht-leer (AX, s ((auto X A kippt X) A klein X))]T Co : [(auto X A klein X) = klw X]7T

C3 : [nicht-leer (AX wklw X A kippt X)]F

Res(C1,C3), Dec, Func: Cy : [((auto s A kippt s) A klein s)=(klw s A kippt s)]F

Equiv(Cy) : Cs : [((auto s A kippt s) A klein s)=(klw s A kippt )]
Equiv’(C2) : Co : [(auto X A klein X)=klw X]7T
CNF(Cs,Cg) : o

=- Reine Differenzreduktion besser handhabbar als gemischter Ansatz?

e Henkin-Vollstandigkeit ohne zusatzliche Axiome
(bewiesen bisher nur mit zusatzlicher FlexFlex-Regel)
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Zusammenfassung

Ubersicht zur Entwicklung des automatischen Beweisens in Logik
hoherer Stufe; inbesondere eigene Kalkile ER, EP und ERAE

Implementierung LEO

Vielversprechende Experimente

Adaptation von Smullyan’s / Andrews’ Beweisprinzip der abstrakten
Konsistenz hinsichtlich der Henkin-Semantik
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Higher-Order Abstract Consistency

Definition 0.1 (Properties for Abstract Consistency Classes). Let Is: be a class of sets of 3-sentences.

Ve

Vo

If A is atomic, then A & ® or —A ¢ &.

If =——A € &,then ® x A € Ix..

If A € ® and B is the 8-normal form of A, then B « & € I5;.

If A € ® and B is the 8n-normal form of A, then B x & € Is..
fAVBEO®thendxAecekord*xB € Iy

If-(A VvV B) e d then® U {-A, B} €I;.

IfIIF € ®,then ® + FW € I3, foreach W € cwff, (X).

If =II*F € ®, then ® * - (Fw) € I3; for any constant w € X, which does not occur in ®.

If -(A =°B) € &, then® U{A,-B} e sordU {-A,B} € L;,.

If = (F —a—p G) € &,then & x ~(Fw =B Gw) € Iy, for any constant w € X, which does not occur in .

N -~(A="A)¢e
(s) ifF[A], € $and A = B € ®,then & x F[B],, € L
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Higher-Order Abstract Consistency
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